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Edice u¢ebnich textd Matematika pro ekonomy

Jak pouzivat tuto uéebnici

Tuto knihu muZete jednoduse predist od za¢dtku do konce, ale mnohem uzite¢néj$i vam
bude s tuzkou a papirem. Nejefektivnéj$i formou uceni je aktivni uceni, a proto jsme napl-
nili text ptiklady, abyste se presvéddili, jak uc¢ivo zvlddate. Kazd4 kapitola také obsahuje cile,
souhrn kapitoly a dkoly na procvi¢eni. Nésledujici body vdm objasni, jak s knihou pracovat
co nejefektivnéji:

a)

b)

d)

e)

f)

g)

Vyberte si kapitolu, kterou budete studovat, piectéte si tvod a cile na zacdtku kapitoly.

Potom si pfeltéte souhrn kapitoly na jejim konci (pfed tkoly na procviceni).
Neocekavejte, ze tento kritky zdvér znamend v této fizi piili§ mnoho, ale zkuste,
zda muzete spojit néktery z probranych bodu s nékterym z cilu.

Poté si prectéte samotnou kapitolu. Vyfeste jednotlivd cvideni tak, jak jdou za sebou.
Nejvétsi prospéch ze cviceni ziskite, pokud si své odpovédi napilete pfedem a poté
je porovndte s feSenim.

Pfi ¢teni pouzivejte pozndmkovy sloupec a pfidivejte vlastni komentate, odkazy na
dal$i materidl atd. Pokuste se formulovat své vlastni ndzory. V matematice nemusi
vést k cili jediny zplsob feseni, je v§ak nutno dobfe pochopit viechny souvislosti.
Cim hlubsi dialog s knihou povedete, tim vice ze svého studia ziskate.

Az doctete kapitolu, znovu si pre¢téte souhrn kapitoly. Poté se vratte k cilim na
zacatku kapitoly a poloZte si otdzku, zda jste jich dosédhli.

Nakonec upevnéte své znalosti tim, Ze pisemné vyfesite ptiklady v zdvéru kapito-
ly. Své odpovédi si muzete zkontrolovat tak, Ze se podivite zpét do textu. Névrat
k textu a hleddni vyznamnych detaila déle zlep$i pochopeni pfedmétu.

Nakonec si zkontrolujte své vysledky se vzorovym feSenim.



Pokyny pro préci s u&ebnici

Znacky a symboly v uéebnim
textu

Struktura distan¢nich ulebnich text je rozdilnd jiZ na prvni{ pohled, a to napt. v zafazovini
grafickych symbold — znadek.

Specifické grafické znacky umisténé na okraji strdnky upozornuji na definice, cvicenf, piiklady
s postupem feSeni, klicovd slova a shrnuti kapitol. Znacky by mély studenta intuitivné vést
tak, aby se jiz po kritkém sezndmeni s distanéni uéebnici dokédzal v textu rychle a snadno
orientovat.

»
Poznamky
Oznacluje misto pro pozndmky (vZdy na zacdtku stranky v $ir§im okraji). /
(] [ ]
Definice
Upozoriiuje na definici nebo poucku pro dané téma. \
~o
Priklad 7
Oznacuje ptiklad praktické aplikace uciva véetné feseni. n
Tvrzeni
Oznacluje matematickd tvrzeni — vztahy & feSeni doplnéné ditkazem platnosti. ;
[ 54 *
Cviceni
Oznacuje dkoly k procvicovéani s feenim na konci kapitoly. T

Kli¢ova slova

Upozortiuje na dulezité vyrazy ¢i odborné terminy nezbytné pro orientaci v daném ?
tématu.

Shrnuti kapitoly

viv/

Shrnuti kapitoly se zafazuje na konec dané kapitoly. Pfehledné, ve strukturovanych m
bodech, shrnuje to nejpodstatnéjsi z predchoziho textu.
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Aritmetické vektory

Aritmetické vektory

Studium této kapitoly objasni

Aritmeticky vektor je kaZdd uspofddand n-tice redlnych isel, pro n=1 jde o skaldr.
Rovnost dvou vektori je posuzovdna soufadnice po soufadnici.

Soucet dvou vektord téze dimenze, resp. nasobek vektoru jsou realizovdny po jednotlivych
soufadnicich (slozkdch) vektoru, vysledkem je vektor téie dimenze.

Skaldrni soutin dvou vekiord téze dimenze je také realizovdn po jednotlivych soufadnicich
(slozkdch) vektoru, vysledkem je oviem skaldr.

Stéiejnim pojmem je pojem linedrni kombinace, pomoci néj jsou definovany dalSi dilezité
pojmy - linedrni zdvislost a linedrni nezdvislost, pomoci nich pak pojem bdze.

Cile kapitoly

Praktické zvlddnuti pocetnich tkond s aritmetickymi vektory.

|
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Aritmeticky vektor

Aritmeticky vektor je usporadana n-fice &isel (soufadnic, slozek), zapsanéa do sloupce:

a= [a]] Zapis v fadku je transpozice daného vektoru, znaéena @' = (a,,...,a).

Naopak transpozici vektoru radkového je vektor sloupcovy: (a@')"= a. Hodnota n je
dimenze (rozmér) vektoru, prislusné vektory jsou n-rozmérné (n-dimenzionalni).

Vektor dimenze 1 se nazyva skalar.

Dokud to nebude bezpodmineéné nutné, bude kazdy (ve skute¢nosti sloupcovy) vektor za-
pisovan do fddku, tedy napt. a= (4,,...,a ).

DEFINICE
Nulovy vektor

Nulovy vektor 0 je vektor libovolné dimenze, jehoZ viechny soufadnice jsou rovny nule:
0=(0,...,0).

DEFINICE

Rovnost

Relace ,rovnost’ mezi aritmetickymi vektory a operace s nimi:

a) Rowvmeost (dvou vektors téze dimenze n): a=bsa=b,Vi=1...n
b) Souéet (dvou vektord téze dimenze n): a+ hb=(a+b,..,a +b)
¢) Nasobek (vektoru realnym ¢islem r): ra = (ra,,..., ra)

d) Skalarni souéin (dvou vekiors téZe dimenzen):  ab = (a,,...,a) + (b,,....b) =
=ab, +...+ab

Definice a) tikd, Ze dva vektory se muzou rovnat, jen kdyZ maji stejny pocet soufadnic a jejich
prvni, druhé atd. soutadnice jsou shodné. (Symbol & znamend ,prévé kdyz “ V znamend
»pro kazdy prvek®.) Definice b) definuje soucet dvou vektort (opét musi byt téze dimenze)
jako novy vektor, jehoZ soufadnice vzniknou jako soucet prvnich, druhych atd. soufadnic.
Definice c¢) definuje r-ndsobek vektoru jako novy vektor, jehoZ prvni, druhd atd. soufadni-
ce je r-nidsobkem soufadnic puvodnich. Definice d) definuje skaldrni souc¢in dvou vektort
téze dimenze (n) jako soucet soudinu prvnich, druhych atd. soufadnic, vysledkem tedy neni
n-rozmérny vektor, ale vzdy skaldr (hodnota).

PRIKLAD 001

M¢éjme vektory a = (4,-3,1), b = (5,6,-7). Vypoctéme vektor a+2b a hodnotu ab.

— ~ 0.
Reseni:

2b=2-(56,-7)=(2-5,2-6,2-(-7) = (10,12,-14), takze
a+2b = (4,-3,1) + (10, 12,-14) = (14, 9,-13).

ab = (4,-3,1) - (5,6,-7) =4 -5+ (=3) - 6 + 1 - (-7) = 20 + (-18) + (-7) = -5.

Vektory jsou v praxi vyuzivdny jako souhrnny zdznam vice Udaji, napt. vektor informac{
o kazdé firmé mize po dohodé jako prvni soufadnici obsahovat idaj pocet zaméstnanc,
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jako druhou soufadnici celkem vyplacenou ¢4stku na socidlnim pojistném, a tak podobné.
V piipadé dvourozmérnych vektortt (méné lasto i tfirozmérnych) byvad obvyklé jejich gra-
fické zndzorfiovani: prvni soufadnici vynd$ime na osu x, druhou na osu y (pfipadné tfeti na
osu z). Vektor je pak reprezentovidn svym koncovym bodem vynesenym v roviné (prostoru).
Také operace soulet vektort ¢i ndsobek vektoru lze graficky zndzornit. Souc¢tu a+b odpovida
posun koncového bodu a o vektor b podle schématu zndzorméného na obrizku 1.1 (vlevo),
r-ndsobek vektoru znamend protazen{ vektoru (ve sméru pfimky prochdzejici jeho pavodnim
koncovym bodem a poldtkem) tak, aby vzdélenost nového koncového bodu od pocitku [0,0]
byla r-ndsobkem vzddilenosti ptivodni, viz obrdzek 1.1 (vpravo). Jen pro zajimavost: plati, Ze
dva vektory a,b jsou na sebe kolmé, pravé kdyz ab = 0.

OBRAZEK 1.1 Soucet dvou vektord (vlevo), 2-ndsobek, resp. -2-ndsobek vektoru a (vpravo)
a+h 2
~
~ a
a [0,0]
b
-2a
TVRZENi:

Viastnosti operaci s aritmetickymi vektory.

a) S¢itani vektora je komutativni operaci, pro kazdou dvojici vektorti téZe dimenze plati:
a+b = b+a.

b) Pro s¢itdni vektoru (téZe dimenze) plati asociativita, tj. a+b+c¢ = (a+b)+c=a+(b+c).

) Pro nulovy vektor (se stejnou dimenz{ jako vektor a) plati: a+0 = 0+a = a.
d) Pro nulovy vektor a pro libovolné redlné r plati: r0 = 0.

Dokaz:

a) Pro kazdou soufadnici plati komutativnost ,obycejnych® &isel, tedy:

a,+b,=b+a,..,a +b =Db +a.
b) Pro kazdou soufadnici plati asociativita ,obycejnych” ¢&isel, tedy:

a+b+c = (a,+b)+c,=a+(b+c),...,a+b +c =(a+b)+c = a +(b +c).
9) Pro kazdou soufadnici plati: a,+0 = O+a, = a,...,a+0 = 0+a = a_.

d) Pro kazdou soufadnici plati: r- 0 = 0.

DEFINICE

Méjme s vektord v,,..., v, kazdy z nich dimenze n. Zvolme libovolna reélna éisla r,,...,r.

s
Vektor v = rv, + ... + rv, = E rv, je linearni kombinace vekiori v,,..., v,
i=1

pfi¢emz hodnoty r,,..., r_ jsou koeficienty této linearni kombinace.
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PRIKLAD 002

M¢jme dva trojrozmérné vektory (s = 2, n = 3): v, = (4,-3,1), v, = (5,6,-7). Jak vypadd
jejich linedrni kombinace s koeficienty:

a) =11, =2,

b) r,=r1,=0?
Reseni:
a) P1i této volbé koeficientl jde vlastné o stejné zadadn{ jako v piikladu 001:

1-4,-3,1)+2-(5,6,-7) = (4,-3,1) + (10, 12,-14) = (14, 9,-13).
b) Pii této volbé koeficienttl je vyslednou linedrni kombinaci nulovy vektor:

0-4,-3,1)+0-(5,6,-7) = (0,0,0) + (0,0,0) = (0,0,0).

DEFINICE

Kombinace vektoruv

Budiz linearni kombinaci vektord v,,...,v, (s koeficienty r,,...,r) vektor nulovy. Pokud
r,=...=r,=0, de o trivialni nulovou linedarni kombinaci. Pokud proi=1,...,s
Ji: r, = 0 (pokud je aspoii jeden koeficient nenulovy), jde o netrivialni nulovou
linearni kombinaci.

PRIKLAD 003

M¢jme tfi ¢tyfrozmérné vektory (s = 3, n = 4): v, = (2,0,-4,0), v, = (3,7,8,0), v, = (1,0,-2,0).
Urcete jejich linedrni kombinaci s koeficienty r, = 1, r, = 0,1, = -2.

Reseni:
1-(2,0,-4,00+0 - (3,7,8,0) + (-2) - (1,0,-2,0) = (2,0,-4,0) + (0,0,0,0) + (-2,0,4,0) = (0,0,0,0).

Uvedené koeficienty byly pfikladem netrividlni nulové linedrni kombinace danych vektoru.

Je evidentni, Ze trividlni nulova linedrni kombinace existuje vzdy. Jak je to ale s existenci
netrividlni nulové linedrni kombinace? Nasli bychom ji i pro vektory v, v, z piikladu 002?
A pokud existuje, jak najit ptislusné koeficienty? Misto odpovédi na tyto otdzky bude prozatim
pojem nulova linedrni kombinace vyuzit v rdmci nésledujici definice.

DEFINICE

Vektory téze dimenze

Vektory téze dimenze (n) v,,...,v, jsou linearné zavislé, pravé kdyZ existuje
(alespoii jedna) jejich netrivialni nulové linearni kombinace. Naopak jsou linearné
nezavislé, pravé kdyz neexistuje jejich netrivialni nulové linearni kombinace (jinak
feéeno, kdyz jedind jejich existujici nulova linearni kombinace je ta trivialni).

Ted tedy miZeme na otdzku ,Kdy existuje pro vektory jejich netrividlni nulovd linedrn{
kombinace? odpovédét ,jsou-li tyto vektory linedrné z4vislé“. Stdle vSak nevime, jak tuto
situaci vlastné poznat, natoz jak najit pfislusné koeficienty r,...,r . Kompletni odpovéd na
tyto otdzky bude zndma po objasnéni problému fefitelnosti (a vyfedeni) tzv. homogenni sou-
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stavy rovnic s nezndmymi r,,...,r. Pokud budeme chtit zjistit, zda existuji koeficienty r,...,r,
(a jakou maji hodnotu) tak, aby vyslednou linedrni kombinaci byl né&jaky konkrétni nenulovy
vektor v, poslouzi k tomuto tcelu znalost fesitelnosti (a vyfesen{) tzv. nehomogenni{ soustavy
rovnic s nezndmymi 1 ST

TVRZENI:

Kritérium linearni zavislosti dvojice vektoro.

Zkoumdame-li pouze dvojici (s = 2) n-rozmérnych vektord, pak ty jsou linedrné zavislé, pravé
kdyZ jeden je r-ndsobkem druhého.

Duokaz:

V dikazu bude pouzivin symbol < ve vyznamu ekvivalence (tj. ,pravé kdyz®). Plati: Podle
definice jsou v,, v, linedrné zavislé < existuji r, r, tak, Ze aspon jeden z nich je nenulovy a
plati: r v +r,v,= 0, aneb po upravé r,v,= -r,v,. Pfedpoklddejme, Ze tim nenulovym koefici-
entem je 1, (r, muZe, ale nemusi byt nula). Pak lze hodnotou r, vydélit a dostaneme: v,=rv
(kde r = -1, /1)), aneb v, je r-ndsobek v,, coz jsme ale chtéli dokdzat. (Zcela analogicky dikaz
dokon¢ime, pokud by nenulové bylo naopak pouze r,.)

PRIKLAD 004

Nyni jiz mtZeme zodpovédét otdzku, zda existuje netrividlni nulové linedrni kombinace pro
vektory v, = (4,-3,1), v, = (5,6,-7) z piikladu 002. Musime si odpovédét na otdzku, zda
lze nalézt hodnotu r tak, aby platilo zaroveil 5 = 4r (r-ndsobek prvni soufadnice), 6 = -3r
(r-ndsobek druhé soufadnice) a pfitom -7 = 1r (r-ndsobek tfet{ soutadnice). Evidentné ne,
takze vektor v, neni r-ndsobkem vektoru v, tudiz tyto dva vektory nejsou linedrné zdvis-
Ié (jsou linedrné nezdvislé), aneb neexistuje jejich netrividlni nulovd linedrni kombinace.

Vlastnosti obsazené v nésledujicich dvou tvrzenich (zejména v tvrzeni o linedrné nezdvislych
vektorech) budou vyuzity pfi fe§eni soustav rovnic, kde umozni definovat Upravy vedouci
k nalezeni feSeni.

TVRZEN:

Vlastnosti linearné zavislych vektoro.

a) Vektory 0,v,,...,v, jsou vidy linedrné zavislé.

b) Vektory v ,v,,v,,...,v, jsou vzdy linedrné zdvislé.

c) Jsou-liv,,...,v. linedrné zdvislé, jsou linedrné zavislé i vektory O,v,,...,v, v, .

d)  Jsouli v,...,v, linedrné zivislé, pak aspon jeden z nich je linedrni kombinaci
ostatnich.

Duokaz:

Dukazy viech ¢4sti a) az d) plynou piimo z definic pojmi linedrni zdvislost a linedrni kom-
binace.

1. Pro libovolné (i nenulové) r plati:r- 0+ 0 - v, + ... + 0 - v. = 0, takze linedrni kombina-
ce vektori O,v,...,v, s koeficienty 1,0,...,0 je (pfi r # 0) netrividlni nulovou linedrn{
kombinaci, coz jinak fe¢eno znamena, Ze vektory 0,v,,...,v_jsou linedrné zdvislé.

2. Pro libovolné (i nenulové) r plati: r - v, + (-1) - v,+ 0 - v,+ ... + 0 - v. = 0, takze linearn{
kombinace vektort v ,v,,v,,...,v, s koeficienty r,-r, 0,..., 0 je (pfi r # 0) netrividlni nulo-
vou linedrni kombinaci, coz jinak fe¢eno znamend, ze vektory v,,v,,v,,...,v_jsou linedrné
zavislé.

— —
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3. Jsou-li vektory v,,...,v, linedrné zavislé, musi existovat jejich netrividlni nulové linedrni
kombinace s koeficienty r,, r,,...,r (tj. r,v,+ ... + rv. = 0). Po pfidani jakéhokoli vektoru
v, , bude ovSem linedrni kombinace s koeficienty r r,,...,r ,0 také nulova:
rvi+ ... +rv+0v, =@v+..+1rv)+0v, =0+0=0,

takZe existuje netrividlni nulova linearni kombinace vektora v,...,v, v,
tj. tyto jsou linedrné zavislé.

4. Jsou-li vektory wv,,...,v, linedrné zavislé, musi existovat jejich netrividlni nulova linedrni
kombinace r,v, + 1,v,+ ... + rv. = 0, v niZ aspon jeden z koeficientl je nenulovy. Pred-
poklddejme, Ze tim nenulovym koeficientem je r, (je-li to jiny z koeficientd, ndsledujici
tvaha je analogickd). Pak po pfevodu na tvar r,v, = (-1,)v,+ ... + (-r,)v, miiZeme nenu-
lovou hodnotou r, délit, takze v,=(-r, / v, + ...+ (-, / r)v,, aneb jeden z vektort (zde
v,) je skute¢né linedrni kombinaci vektorti ostatnich (v,,...,v), a to linedrni kombinaci
s koeficienty -, / I, / I,

Vyklad jednotlivych &4sti pravé dokdzaného tvrzen{ je ndsledujici:

a) Skupina vektorl, z nichz jeden je nulovy, je vZdy skupinou linedrné zavislych
vektoru.
b) Skupina vektorti obsahujici aspon dva shodné vektory (zde oznaceny v,,v,, pfic¢emz ale

nemusi jit vZdy nutné o prvni vektor) je vZdy skupinou linedrné z4vislych vektora.

) Je-li néjaka skupina vektora skupinou vektort linedrné zévislych, pak ptidanim jakého-
koliv vektoru se na tomto faktu nic nezméni.
d) Zde pouze upozornéni, Ze zminénou vlastnost (byt linedrni kombinac{ ostatnich vek-

tort)) nemusi mit kazdy z vektord v,,...,v, tvrzeni zni, Ze tuto vlastnost ma aspon
jeden z nich.

TVRZEN:

Vlastnosti linearné nezavislych vektoro.

Jsou-li v ,...,v_linedrné nezévislé, pak:

a) zadny z nich neni nulovy,

b) kazdé dva jsou navzdjem rtizné,

c) z4dny neni linedrn{ kombinac{ ostatnich,

d) kazda jejich podskupina je také skupinou linedrné nezavislych vektora,
€) pokud q #0, téZ qv,, v,,...,v, jsou linedrné nezdvislé,

f) v,+ qVv,+ ... + qV, V,,...,v, jsou také linedrné nezdvislé.

Diokaz:

Cisti a) az d) lze dokézat Gvahou, Ze kdyby nebyly pravdivé, je to ve sporu vzdy s odpovida-
jici &asti tvrzeni o linedrné zédvislych vektorech (jJde o ukdzku techniky dikazu tzv. sporem).
Napiiklad podle &asti a) tvrzeni o linedrné zédvislych vektorech prosté neni mozné, aby byly
vektory v,,...,v, linedrné nezavislé a pfitom byl mezi nimi vektor nulovy.

e) I toto tvrzeni dokidzeme sporem: Predpoklidejme, Ze qv,, V..., v, jsou naopak li-

nedrné zéivislé. To by znamenalo, Ze existuji koeficienty r,r,....,r, pro néz:
1°72 s

r(qv) +,v,+ ... +rv = (r,qv, +r,v,+ ... +rv = 0.
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To ale znamend, Ze také linedrni kombinace vektori wv,v,,...,v, s koeficienty
1,q, I,,...,r, je netrividlni nulovou linedrni kombinaci, coz je ve sporu s pfedpokladem
, .y oy S (s Ay Y
celého tvrzeni, Ze totiz v,,...,v_byly linedrné nezavislé. Tim byla prokdzdna nemoznost

toho, ze by qv,, v,,..., v. mohly byt linedrné zivislé.

f) Opét dikaz sporem: Predpoklidejme, ze v, + q,v,+ ... + qv, v,,...,v, jsou naopak
linedrné zdvislé. To by znamenalo, Ze existuji koeficienty r,r,,...,r, pro néz:
r(v,+qv,+...+qv)+rv,+ .. +rv =

=rv,+(r,q,+r)v,+ ...+ (rq+r)v, =0.

To ale zaroven znamena, Ze také linedrni kombinace vektord v, v,,..., v, s koeficienty

M M 7 7 M 7 ’ M 7 v o s v
1,1,q,+1,,...,1,q +1 je netrividlni nulovou linearni kombinaci, coz je ve sporu s pfedpokladem
celého tvrzent, Ze totiz v,,...,v, byly linedmé nezavislé. Tim byla prokizina nemoznost toho,
zebyv,+q,v,+ ... + qV, V,,...,v, mohly byt lineirné¢ zavislé.

s s?

Vyklad jednotlivych ¢4sti pravé dokdzaného tvrzeni je ndsledujici (¢4sti a) az d) byly formu-
lovany slovné, nejsou zde tedy vice komentovany).

e) Pokud kterykoli (ne nutné zrovna prvni) z linedrné nezavislych vektortt vyndsobime
nenulovou konstantou, vektory zlistanou linedrné nezévislé.

f) Pokud kterykoli (ne nutné zrovna prvni) z linedmé nezdvislych vektorti upravime tak, ze
k nému pfi¢teme libovolnou linedrni kombinaci ostatnich (v tvrzeni je vektor v, nahrazen
vektorem v, + q,v, + ... + qv,), vektory zlstanou linedrné nezavislé.

DEFINICE

Pokud se pro n-rozmérné vektory podafi najit n-tici linearné nezavislych vektoro v ,...,v ,
pak tyto vektory tvofi tzv. bazi n-rozmérného vektorového prostoru a nazyvame je ba-
zické vektory.

TVRZEN:

» » ~ e »
Vyznam baze n-rozmérného vektorového prostoru.
Kterykoli n-rozmérny vektor lze zapsat jako linedrni kombinaci vektort pfislusné béze.

(Vyrazem ,ptislusnd bize® je minéna béze pro vektory uvazované dimenze n.)

Kli¢cem k pochopeni vyznamu baize je uvédomit si, Ze jeji vektory v ,...,v_jsou linedrné neza-
vislé, ale pokud k nim pfiddme jakykoli dal$i n-rozmérny vektor v _, , vznikne jiz vzdy skupina
vektortl linedrné zavislych. Jinak feceno, v n-rozmérném prostoru nelze najit skupinu n + 1
vzdjemné linedrné nezavislych vektoru.

PRIKLAD 005

Jako klasickd ukdzka baze poslouZi tzv. jednotkova baze, kterd pro n = 2 obsahuje vektory
v, = (1,0) av, = (0,1), pro n = 3 vektory v, = (1,0,0), v, = (0,1,0) a v, = (0,0,1) atd. Jedno-
duchost jednotkové bidze spocivad v tom, Ze pro libovolny n-rozmérny vektor je ihned zfejmé,
pomoci jaké linedrn{ kombinace bazickych vektort jej 1ze ziskat. Naptiklad vektor (3,0,-2)
ziskdme jako tuto linedrni kombinaci bazickych vektoru:

3-(1,0,0) + 0 - (0,1,0) + (-2) - (0,0,1) = (3,0,0) + (0,0,0) + (0,0,-2) = (3,0,-2),

tedy jako linedrni kombinaci s koeficienty 3,0,-2. Obecné plati, Ze vektor (x,y,z) vznikne jako
linedrni kombinace vektora jednotkové baze s koeficienty x,y,z.
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Shrnuti kapitoly

e Aritmeticky vektor je kazd4 uspofddand n-tice redlnych ¢isel, pro n = 1 jde o skalar.
¢ Rovnost dvou vektorl je posuzovéina soufadnice po soufadnici.

¢ Soucet dvou vektort téZze dimenze, resp. ndsobek vektoru, jsou realizoviny po jed-
notlivych soufadnicich (slozkdch) vektoru, vysledkem je vektor téZe dimenze.

e Skaldrni sou¢in dvou vektort téze dimenze je také realizovin po jednotlivych sou-
fadnicich (slozkich) vektoru, vysledkem je ov§em skalar.

e StéZejnim pojmem je pojem linedrni kombinace, pomoci néj jsou definovany dalsi
dilezité pojmy - linedrni zévislost a linedrni nezéavislost, pomoci nich pak pojem
baze.

Kli¢ova slova

Skal4rni soucin
Linedrni kombinace
Linedrn{ z4vislost
Linedrni nezdvislost

Béaze

Ukoly na procviceni

Priklad 1:

Pro dvojici vektora vypoctéte hodnotu skaldrniho soudinu:

a) a=(2,-2,0,b=(3,0,-4) b) v=(2,0,-6), w=(-3,0,9)

Reseni:

a) ab=(2,-2,0)- 3,0,-4) =2-3+(-2)-0+0-(-4)=6+0+0=6.

b) vw = (2,0,-6) - (-3,0,9) =2 - (=3)+ 0 -0 + (=6) - 9 = -6 + (-54) = —60.

Priklad 2:

Pro vektory a = (2,-2,0), b = (3,0,-4) sestrojte jejich linedrni kombinaci s koeficienty:
a) 0a0 b) 0al c) lal d) 2a-1

Reseni:

a) 0- (2’_230) +0- (3,03 _4) = (0,030) + (050’0) = (05030)

(trividlni nulova linedrni kombinace)



Aritmetické vektory Kapitola 1

b) 0-(2,-2,0) + 1 - (3,0,-4) = (0,0,0) + (3,0,-4) = (3,0,-4) U

(vysledkem musi byt vektor b)
¢ 1-(2,-2,00+1-(@3,0,-4) = (2,-2,0) + (3,0,-4) = (5,-2,-4)
(vysledkem musi byt soucet a + b)

d) 2-(2,-2,0) + (-1) - 3,0,-4) = (4,-4,0) + (-3,0,4) = (1,-4,4)

Priklad 3:

Pro dvojici vektori rozhodnéte, zda jsou linedrné z4vislé ¢i nezdvislé a piipadné naleznéte
koeficienty jejich netrividlni nulové linedrni kombinace:

a) a=(2,-2,0,b=(3,0,-4) b) v=(2,0,-6),w=(-3,0,9)

Reseni:
Jelikoz jde o dvojici vektoru, Ize pouZit tvrzeni: Kritérium linedrni zavislosti dvojice vektort.

a) Jeden z vektorli neni ndsobkem druhého, vektory a a b jsou tudiZ linedrné nezdvislé
a jejich netrividlni nulovd linedrni kombinace neexistuje.

b) Plati, Ze w = (-3/2) - v, vektory v a w jsou tudiz linedrné z4vislé a jejich netrividlni nulova
linedrni kombinace je naptiklad:

3-(2,0,-6) + 2 - (-3,0,9) = (6,0,-18) + (-6,0,18) = (0,0,0) (koeficienty 3 a 2)
(-12) - (2,0,-6) + (=8) - (=3,0,9) = (-24,0,72) + (24,0,-72) = (0,0,0) (koeficienty —12 a —8)

V dloze 3b) existuje nekone¢né mnoho feseni, uvedeny vztah w = (-3/2) - v naznaluje, Ze vyhovovat
budou viechny takové dvojice koeficienttl, pro néz plati, Ze jejich hodnoty jsou v poméru 3:2 (viz
nalezené dvojice 3a2, ¢ -12 a -8). Kompletni feSeni tohoto ukolu lze provést nalezenim parame-
trického feSen{ soustavy linedrnich algebraickych rovnic (zde konkrétné tif rovnic pro dvé nezndmé).

Priklad 4:

Najdéte jinou nez jednotkovou bédzi ve dvourozmérném prostoru a vyjddfete pomoci
ni vektory (10,10), (=5,0) a (b,,b,).

Reseni (vkazka):

B4zi nemtze byt naptiklad dvojice vektorta (1,0) a (2,0), nebot ty jsou navzdjem linedrné z4-
vislé (dle tvrzeni: Kritérium linedrni zdvislosti dvojice vektort). B4zi ale muze byt naptiklad
dvojice vektoru (1,0) a (2,2). Pro ni plati:

0-(1,0) + 5-(2,2) = (0,0) + (10,10) = (10,10) (hledané koeficienty jsou 0 a 5)

(-5)-(1,0) + 0 - (2,2) = (-5,0) + (0,0) = (-5,0) (hledané koeficienty jsou -5 a 0)
Dosud bylo mozno postupovat zkusmo. Pro posledni piipad obecné zadaného vektoru (b,,b,)

bude ale vhodnéjsi pfedvést obecné pouZitelny postup. Hledané koeficienty oznadime jako
1, a1,, musi pro né pfi dané volbé bazickych vektora platit:

13
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2r,

2 I, 2r,
+r,- = + =
2 0 2r,
Jde o vektorovy zdpis dvojice rovnic pro dvé nezndmé (r, a r,), prvni rovnice ma tvar:
b, = r, + 2r,, druhd rovnice md tvar: b, = 2r,. Soustavu lze fesit napfiklad stfedoskolskou
dosazovaci metodou. Zde ze druhé rovnice ihned plyne: r, = b2/2, dosazenim do prvni rov-

nice a jeji pravou dostaneme:r, =b - 2r,=b -2 - b2/2 = b, - b,. Hledanymi koeficienty
jsou tedy popofadé r, =b, - b,, r, = b2/2.

r + 2r2 ]





